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Resolu cao grafica de PPL s

e Passos para resolver graficamente um PPL.:

Determinar o gradiente da funcao objetivo
(Gradiente é perpendicular a reta definida pela
funcao objetivo)

Caminhar no sentido e direcao do gradiente da
funcao objetivo até tangenciar a regiao viavel

O ponto de tangéncia representa a solucao otima x*



Fundamenta ¢cao do M etodo
SIMPLEX

Seja resolver o seguinte PPL.:

max x, + 2X

X < 2

X, < 2
X + X, =< 3
X, , = 0




T

SIMPLEX

A = (0,0)
B =(2,0)
C=(2,1)
D = (1,2)
E =(0,2)
F =(0,3)
G=(22)
H = (3,0)

Fundamenta ¢cao do M etodo

max X + 2X
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Teorema Fundamental da
Programa cao Linear

O otimo de um PPL, se existir, ocorre em pelo
menos um vertice do conjunto de solucoes
viaveis.
Situacoes que podem ocorrer com relacao ao
conjunto M de solucbes viaveis:

M={}

Neste caso n&do ha solucao viavel => N&o ha solucéao
Otima



Teorema Fundamental da
Programa cao Linear

2y M é nao vazio
M é limitado

Vit 1y

Unica solucéo 6tima, a qual é Infinidade de solucdes 6timas,

vertice e pelo menos uma é vértice
(no caso, duas sao vértices)




Teorema Fundamental da 3
Programa ¢éo Linear "
2y M é nao vazio
M é ilimitado
\X*/ xk T
Unica solucéo 6tima, a qual é Infinidade de solucdes 6timas,

vertice sendo uma vértice



Teorema Fundamental da
Programa cao Linear

2y M é nao vazio

M é ilimitado
X*
y*
Infinidade de solugdes otimas, N&o ha solugdes otimas

e pelo menos uma vertice (no
caso, duas sao vertices)



Forma -padrao de um PPL

e PPL esta na forma-padrao quando é posto na forma:

(min)ou(max) z = Zn:cj X;

> a;x, =h Oi=1..m
j=1
x, 20 0 =1..,n

sendo b =0 [=1..m



Reducao de um PPL qualqguer
a forma -padrao

e Restricoes do tipo <

2%, +3X%, <5 > 2% +3X,+X, =5
o

X320

e Restricoes do tipo =

X +6X, 27 > &+6X2-@=7

X, 20




Reducao de um PPL qualqguer
a forma -padrao

Solucao: Basta multiplicar restricao i por -1

e EXistem variaveis nao-positivas:
Seja x, <0:

Solucéo: Criar variavel x,’ tal que x,' = - X,

Assim, modelo tera variavel x,’ =0




Reducao de um PPL qualqguer
a forma -padrao

e EXxistem variaveis livres, isto €, variaveis x, que podem
assumir qualquer valor real (negativo, nulo ou positivo):

Solucao: Substituir x, por x,’ — %, ,comx,’ =20 e x,” =20

X, > X = X >0

X, =X/, = X%=0

X, <X e X <0
e PPL é de maximizacao:

max f(x) = - min {-f(x)}



Caracteriza ¢ao de v éertice
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Caracteriza ¢cao de v értice
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Caracteriza ¢ao de v értice

e Em um ponto no interior do conjunto (nao
pertencente a nenhuma aresta) nao ha
variaveis nulas

e Em uma aresta ha, pelo menos, uma variavel
nula

e Em um vertice h4, pelo menos, n-m variaveis
nulas

| n-m m |
| !




Caracteriza ¢ao de v értice

e Para gerar um vertice:
Escolher uma matriz nao-singular B tal que:
BxE+ RxR=Db
FazerxR=0
Se ao resolver o sistema Bx® = b, for obtido x5 = 0,
entao x = (xB xR)t = (xB 0) é vértice
e Deste procedimento resulta uma Solucao
Basica Viavel (SBV), com o significado
geometrico de vertice .



Definicoes

e B = base
o X = (XB xR)t
XxB = vetor das variaveis basicas
xR = vetor das variaveis nao-basicas

e Solucéo Basica (SB): vetor x tal que
BxB=b e xR =0
e Solucéo Basica Viavel (SBV): vetor x tal que
BxB=b; x>0 e xR=0
e Solucdo Basica Viavel Degenerada (SBVD): E uma
SBV em gue existe variavel basica nula



Princ ipio de funcionamento do
Algoritmo SIMPLEX

SBYV inicial

Esta SBV pode
ser melhorada?

l Sim

Determine VNB que
deve entrar na base

A

Determine VB que
deve deixar a base

y

Encontre

nova SBV

A 4

Pare: Esta SBV
e Otima
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Princ ipio de funcionamento do

Algoritmo SIMPLEX

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
X3 | 1 0 1 0 0
X, | O 1 0 1 0
X | 1 1 0 0 1

1,2 0| 0|0

PPL na forma canfnica: Base é a identidade e coeficientes
das VB’s na funcéao objetivo séo todos nulos.



Princ ipio de funcionamento do

Algoritmo SIMPLEX

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
X3 | 1 0 1 0 0
X, | O 1 0 1 0
X | 1 1 0 0 1

1,2 0| 0|0

VB ={X;=2,X,=2, Xs = 3}
VNB = {x; =0, x, = 0}

Solucéao Inicial:

XO=(00223)¢;z=0



Princ ipio de funcionamento do
Algoritm(ﬂ SIMPLEX

VB X4 X5 X3 Xy Xe

(Ll) X3 1 O 1 O O 2

—=(L) x |0 |@]| 0] 1]o0]|2

(LS) Xg 1 1 0 0 1 3

(L,) 1|1 2] 0| 01| 0] z

Transformacoes

elementares: Ly — -Ly, + L L, - -2L,+ L,



Princ ipio de funcionamento do

Algoritmo SIMPLEX

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
(L) x5 | 1 0 1 0 0 2
L)) X% |1 0|21 | 0] 1| 0] 2
Ly) x| 1] 0|0 ]|-1 11|71
(L,) 1 0] 0] -2| 0 |z4

VB ={X;=2,X,=2, Xs = 1}
VNB = {x, =0, x, = 0}

Final da Iteracao 1.
xD=(02201)t;z=4



Princ ipio de funcionamento do
Algovﬂtmo SIMPLEX

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
(L) x5 | 1 0 1 0 0 2
L) x {0 | 1]0] 1| 0] 2
—=(L) x [@| 0|0 |-1]1]1
(L,) 110/ 0| -2| 0]z4
L, « -Lz3+ L, L, « -Lya+ L,



Princ ipio de funcionamento do
Algoritmo SIMPLEX

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
(L) x| o0} 0| 1|1 1|1
L)) X% |1 0|21 | 0] 1| 0] 2
Ly) x| 2 ]0 |0 ]|-1 11|71
(L) O 0| O |-1|-1]|z5

VB={x;=1,%X,=2, X3=1}
VNB = {x, = 0, x5 = 0}

Final da Iteracao 2:
X?=(12100);z=5



Interpreta ¢cdo geom étrica

A = (0,0)
B = (2,0)
C = (1,1)
D =(1,2)
E=(0,2)
F = (0,3)
G=(22)
H = (3,0)
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Situacao em gue a origem nao pode

max x + 2X,
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ser solu cao Inicial:
Exemplo 2

max x + 2%, + 0x; + O0x,
X

©O W N N N
p2X
N
+
e

X

1 01 0 0|x
01 01 0|x|=

11 0 0 -1)x,

. AR

+

0xg

AV | I |
O W N N N



Método das Duas Fases
F)
E
+ 0x
B - X
X5
A X,
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Método das Duas Fases

e Primeira fase (Criar problema auxiliar P’):
Introduzir variaveis de folga e variaveis artificiais
Variaveis de folga: introduzidas quando ha variaveis do tipo = ou <
Variaveis artificiais: introduzidas quando ha restrices do tipo = ou =
Criar funcao objetivo artificial:

2= x* O

Variaveis basicas iniciais: variaveis de folga associadas as
restricbes < e variaveis artificiais

Obijetivo da primeira fase: minimizar a funcao objetivo artificial

Caminhar de SBV em SBV de P’ até alcancar SBV do problema
original P (situacao que ocorre quando todas as variaveis artificiais
sao nulas).




Método das Duas Fases

e Segunda fase:

A partir de uma SBV do problema original P, gerar SBV
cada vez melhores até se atingir a solucao otima.

e Aplicando o método das duas fases ao PPL dado,

tem-se:
mn Ox, + O0x, + Ox, + Ox, + Ox, + I = 2Z°

max x + 2x, + Ox, + Ox, + Ox, + Ox' = z
X X3 = 2

X, + X, = 2

X t% - % t x =3
X, X, X, X, X, X% =20



Método das Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | X5 | X@
L) x| 1| 0] 10| 0] 0] 2
L) x,1 0| 1|0 1)]0]| 0] 2
L) x2] 1|10 |0|-1|1]3
(L,) o] 0] 0] 0| 0| 1|2
(Lg) 1,2 | 0| 0| 0| 0] z

Reducgao a forma canonica: L, « -L;+ L,



Método (”as Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | X5 | X@
—L) % |@l/o[1]ofo]o
L) x,10| 10| 1] 0|0
L) x2| 1| 1|0} 0]|-1]|1
(L,) -11-1] 0] 0] 1|0
(Lg) 1,2 00| 0O

Ly « -L; + L L, « L, +L, Lo « -L, + L



Método das HDuas Fases

VB | X | X5 | X3 | X4 | X5 | X2
L) x, 1120, 1|0 0]|O0
L) x,10} 1,01, 0]|O0
() x2| 0 |@|-1]0]-1]1
(L,) O |-1|1 0|10
(Lg) o2 |-1|0| 0O

L, — -Ly+L, L, « Ly+L, Lo « -2L, + L.



o0
o0
0o
. oo
Metodo das Duas Fases :
VB | X; | X5 | X3 | X, | X5 | X2
L) x| 1|01 |0]O0]0
L) x, |10 0 1 1 1 | -1
L) x, o |1 |-1]|0]|-1
(1 0 0 1 0 0
\F2) o v 1 o S
(L5) 0 0 1 0 2 -2
Fim da primeira fase: z2 =0 X=(2,1);z=4



Método das Duas Faseﬂs

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg
L) x| 1| 0| 1] 0] 0] 2
(L) x, 0|01 ]1|@]1
Ly) x, 10| 1 |-1]0]-1]1
(L,) 0 0 1 0 2 | z4
Ls « Ly + L L, « 2L, + L,



Método das Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg
(L) x| 1 0 1 0 0 2
(L,) X | O 0 1 1 1 1
(Ly) x, | O 1 0 1 0 2
(L,) 0 O | -1|-2]| 0 |z6
Solucao otima: x*=(2,2); z*=6



Método das Duas Fases:

Interpreta ¢cdo Geom étrica

A = (0,0)
X, < 2 B=(2,0)
— C=(11)
D = (1,2)
E=(0,2)
F F = (0,3)

G=(2,2)
H = (3,0)

X, <2

max x + 2x, + 0x, +
X X

0x,
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Outro exemplo de aplica cao do M etodo

max X + 2X, = Zz
< @
X, < 2

X , X =0

das Duas Fases:

Exemplo 3
max x + 2%, + 0x; + O0x,
) oo
X, + X,
X tX%
X, g X3 X,
o
1 0 -1 0 0]x,
01 0 1 0]x|=
11 0 0 -1fx,
N o L%
A _—

+

0xg
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Método das Duas Fases:
Exemplo 3

e Introduzindo variaveis artificiais no PPL dado,
tem-se:

mn Ox + Ox, + Ox, + Ox, + Ox + X' + Ix, = Z°
max x + 2x, + 0Ox, + 0x, + Ox, + Ox' + Ox; = zZ



Método das Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X@ | X8
L) x21 1| 0|-1]0] 0| 1] 0] 2
L)y xf{o0of1,0|1]0)] 0| 0] 2
Ly x21 12| 1},0|0]|-1|]0]|1]3
(L,) o0, 0|00 |1 1]z
(Lg) 112|000 | 0] 0] z

Transf. para forma canonica:



Método ﬂas Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X@ | X8
—L) x2|@]o[12]oJo]1]o]o2
L)y x, 10| 1|0 1]0)|] 0] 0] 2
Ly x21 12| 1},0|0]|-1|]0]|1]3
(L,) 21,1, 0|1 0| 0|z
(Lg) 1,2, 0,0 0| 0| 0] z
Ly « -L; + L5 L, - 2L, + L, L « -L; + Ls



Método das HDuas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X@ | X8
L) x, 112 ,0-1}]0)| 0|1 | 0] 2
L) x,10} 212,012, 0/| 0| 0] 2
—(l) x2| 0 |@| 1|0 |-1]-1]|1]1
(L,) o -1|-12(0)| 1] 2|0 |zl
(Lg) o, 2|1 |0/|O0|-1] 0 |z2
L, — -Ly+L, L, « Ly+L, Lo « -2L, + L.
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Método das Duas Fases :
VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X2 | X
(L) X4 1 O | -1/ 0 0 1 0 2
(L,) x5, | O O | -1 1 1 1 | -1 1
(Ly) X, | O 1 1 O | -1 -1 1
(E,) O 0 S S S 1 Z
(Ls) 0 O | -1 0 2 1 | -2 |z4
Fim da primeira fase: z2 =0 X=(2,1);z=4



Método das Duas Fases H

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg
(L) x; | 1 O |-1] 0 0 2
—(L) x, (0|0 |11 |@]|1
Ly) x, 1 0| 1] 1] 0]|-1]1
(L) O | 0| -1] 0| 2 |z4
L, « L, + L, L, « -2L, + L,



Método das Duas Iﬂases

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg

(L) x; | 1 O |-1] 0 0 2

L) x|o]o|-1]1]|1]a1

L) x|o|1lo0o]1]o0]2

(L,) 0 0 1 | -2 0 |z6

X5 pode entrar na base melhorando o valor de z
indefinidamente. Assim, nao ha solucéo 6tima.



Metodo das Duas Fases:
Interpretacédo Geom étrica do Exemplo 3
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Método das Duas Fases:
Exemplo 4

X, = zZ mn x + X + 0x, + O0x,

R S
x ()3 X + X,

X, 2 0 X, X o, X, X
o

1 0 -1 0 07x,

01 0 1 0]x

11 0 0 -1x,

x o L%

A \_Y_/

+Ox5
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Método das Duas Fases:
Exemplo 4

e Introduzindo variaveis artificiais no PPL dado,
tem-se:

mn Ox + Ox, + Ox, + Ox, + Ox + X' + Ix, = Z°
mn x + X + 0Ox, + 0x, + Ox, + Ox + Ox; = z

X R X = 2

X, + X, = 2
Xt X% - X% t X =3
X X o, X, X, X, X , =2 0



Método das Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X@ | X8
L) x21 1| 0|-1]0] 0| 1] 0] 2
L)y xf{o0of1,0|1]0)] 0| 0] 2
Ly x21 12| 1},0|0]|-1|]0]|1]3
(L,) o0, 0|00 |1 1]z
(Lg) 1110} 0| 0| 0] 0] z

Transf. para forma canonica:



Método ﬂas Duas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X@ | X8
—L) x2|@]o[1]oJo]1]o]o2
L)y x, 10| 1|0 1]0)|] 0] 0] 2
Ly x21 12| 1},0|0]|-1|]0]|1]3
(L,) 21,1, 0|1 0| 0|z
(Lg) 1,1, 0,0 00| 0] z
Ly « -L; + L5 L, - 2L, + L, L « -L; + Ls



Método das HDuas Fases

VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X@ | X8
L) x |1l0|-12]0]0]1]|0]2
L) x, o] 1] 0]1]0]0]|o0]|?2
(L) x2| 0 |@| 10 |-1]-1|1]a1
(Ly) O |-1|-1]0] 1| 2] 0 |=z1
(L) 0| 1|1]0]O0]|-1|0]z2
L, « -Lg+ L, L, « Lg+ L, Lg « -Lg+ Lo
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Método das Duas Fases :
VB | X; | X, | X3 | X4 | Xg | X2 | X
(L) X4 1 0 -1 0 0 1 0 2
(L,) X, 0 0 -1 1 1 1 -1 1
(Ly) X, 0 1 1 0 -1 | 1 1
(E,) 0 0 O 0 0 1 A
(Ls) 0 0 0 0 1 1 -1 | z-3
Fim da primeira fase: z2=0 x=(2,1);z=3



Método das Duas IEases

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg

(L) x; | 1 O |-1] 0 0 2

L) x,|lo o |-1|1|1]a1

—(Ly) x| 0|1 |@]|O0]-1]1

(L,) 0 0|0 |0/ 1]|z3

Solucéo otima: z = 3; X, = 2; X, = 1; X5 € VNB nula



Método das Duas Fases

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg

(L) x; | 1 1 0 O | -1 | 3

L) x,]ol 10| 1]0]2

L) % |01 |1]0]-1]a1

(L,) 0 0|0 |0/ 1]|z3

Outra solugao otima: z=3; x;, =3; X, =0



Método das Duas Fases

VB | X; | X5 | X3 | X4 | Xg

(L) x; | 1 1 0 O | -1 | 3

L) x,]ol 10| 1]0]2

L) % |01 |1]0]-1]a1

(L,) 0 0|0 |0/ 1]|z3

Assim, todos os pontos da aresta que liga os pontos (2, 1) e (3, 0) séao
otimos. Isto €, todos os pontos da forma:

X*=(X;,%)=ax(2,1)+(1-a) x(3,0),sendo a 0][0,1]



Método das Duas Fases:

Interpretacédo Geom eétrica do Exemplo 4

VAR |
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