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Modelagem em Pesquisa Operacional

Sobre esse material

Esses slides foram preparados com base em diversos materiais da
literatura, em especial:

o [1] Profa. Maristela Oliveira dos Santos (ICMC/USP):
“Introducdo a Pesquisa Operacional - Otimizac3o Linear”, 2010.

@ [2] Tutorial ilectures
(https://igormcoelho.github.io/ilectures-pandoc/)

@ Prof. Luiz Satoru Ochi (dicas)
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Aplicagdes de PO

Algumas aplicacoes

@ inddstria de petréleo: extracdo, refinamento, mistura e
distribuicao.

@ inddstria de alimentos: racdo animal (problema da mistura).

@ planejamento da producdo: dimensionamento de lotes (o que,
quando e quanto produzir?).

e inddstria siderdrgica: ligas metdlicas (problema da mistura).

@ inddstria de papel: otimizacdo do processo de cortagem de
bobinas.

@ inddstrias de méveis: otimizacdo do processo de cortagem de
placas retangulares.

@ aplicacGes financeiras: otimizacdo do fluxo de caixa, analise de
carteiras de investimento.
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O problema da mistura

Problema da mistura

@ Materiais disponiveis sao combinados para gerar novos
produtos com caracteristicas convenientes;
@ Um dos primeiros problemas de otimizac3o linear
implementados com sucesso na pratica.
@ Abordagens:
e Racdo;
e Ligas metélicas;
o Composicdo de filtros de areia.
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

@ Queremos saber quais as quantidades ideais de cada
ingrediente para fazer uma quantidade de racdo, com as
necessidades nutricionais atendidas e o custo total dos
ingredientes seja 0 menor possivel.

@ Temos os ingredientes e seus custos:
o Milho (A1) - R$65,00/Kg
e Farinha de ossos (Az) - R$30,00/Kg
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

@ Para fazer uma certa quantidade de racdo para, digamos, aves,
é necessario uma certa quantidade nutrientes, digamos,
vitamina A (V,), vitamina B (V}) e proteina (V¢).

@ Os ingredientes apresentam esses nutrientes determinadas
unidades (un):

@ A1 -2un. de V,, 3un. de V, el un. de V,;
o Ay -3 un. de V,, 2 un. de Vp;
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

@ Deseja-se prepara uma racdo que contenha no minimo 7
unidades de V;,, 9 unidades de V;, e 1 unidade de V..

@ Determinar a quantidade dos alimentos necessérias para
satisfazer a necessidades da rac3o.

Nutrientes Ingredientes Qtde

Al A2 Minima
Vitamina A 2 2 7
Vitamina B 3 2 9
Proteina 1 0 1
Custos (R$/kg) 65 30
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O problema da mistura

Problema da mistura - Pergunta-se

e Como misturar (as quantidades) dos ingredientes para produzir
a racdo de menor custo possivel?
@ A mistura atende as necessidades de nutrientes?
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O problema da mistura

Problema da mistura - O que decidir?

Quantidades dos ingredientes presentes na mistura?
Decis6es: Denominadas Varidveis de decis3o.

Definindo:

x1 = quantidade de ingrediente do tipo 1 presente na mistura
(u.m).

@ xp = quantidade de ingrediente do tipo 2 presente na mistura

(u.m)
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O problema da mistura

Problema da mistura - Decidir para que?

e funcdo custo (2)

@ O custo minimo seria nulo se n3o fosse as quantidades minimas
de nutrientes a serem atendidas (Vitamina A, Vitamina B e
Proteina). OBS.: os custos sdo positivos.

@ Objetivo: minimizar o custo total da mistura.

o Custo total é dado por uma funcdo objetivo.

@ z(x1,x2) = 65x1 + 30x.

@ Devemos determinar x; e xp tal que z(xj, x2) seja o menor
possivel. min z(xy, x2) = 65x1 + 30x2
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O problema da mistura

Modelagem do Exemplo 1

o Considere que as composicoes de vitamina A, vitamina B e
proteina na racao sejam satisfeitas.
o Modelo Matematico:

min z(x1, x2) = 65x1 + 30x2
2x1 +3x > 7
3x1 +2x0 > 9
1Ix14+0x > 1

x1 > 0,x >0
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O problema da mistura

Visualizacdao do Modelo

Proximas Imagens de [1]
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

X2
A » ,
X, : Quantos Kg adicionar de milho
X, : Quantos Kg adicionar de farinha de osso
0 P X
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

Vitamina A: 2 un./Kg no milho

3 un./Kg na farinha de ossos

IX, #3%, 27

35 P X
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

le Vitamina B: 3 un./Kg no milho
2 un./Kg na farinha de ossos
4,5
\ 3X,+2X, 29
0 N~ P X
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

/

Calcio: 0 unJ/Kg no milho
1 un./Kg na farinha de ossos

1X, +0X, 21

3 —— P X,
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

X, A
X, : Quantos Kg adicionar de milho
X, : Quantos Kg adicionar de farinha de osso
Conjunto de possibilidades
0 P X
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

min f(x) =65 X, + 30X,
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

min f(x) = 65 X, + 30X,
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

min f(x) = 65X, + 30X,

0 X P X,
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O problema da mistura

Problema da mistura - Racao

A min f(x) = 65 X, + 30X,

0 \ » X
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O problema da mistura

Outras aplicacoes

@ Ligas metalicas sdo produzidas a partir de varios insumos
(lingotes de ferro, grafite, sucatas industriais, entre outros).

e Cada insumo tem uma composicdo (quantidades de carbono,
silicio, manganés etc) e custo conhecidos.

@ A composicdo da liga é determinada por normas técnicas da
metalurgia (quantidades de carbono, silicio, manganés etc).

@ Deseja-se determinar as quantidades de cada insumo a serem
fundidas, satisfazendo as normas técnicas da metalurgia com o
menor preco final possivel.
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O problema da mistura

OUTRAS APLICACOES - Composic3o de areias para filtro

@ Areias sdo usadas na constituicdo de filtros de EstacGes de
Tratamento de Aguas de abastecimento;

@ Diferentes tipos de areias com composicdes granulométricas
distintas estdo disponiveis em varios locais;

o Custos de dragagem, transporte, selecdo e preparo para
utilizacao de cada areia variam;

@ Areias devem ser dispostas em camadas que devem obedecer
composicoes granulométricas estabelecidas por norma;

@ O problema consiste em combinar os volumes de areia
provenientes de cada local de modo a atender as especificacoes
da norma, com o menor custo possivel.
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O problema da mistura

Exemplo 2 - Barragem de concreto

@ Na implantacao de uma barragem de grande consumo de
concreto, decidiu-se utilizar como fontes de agregados gratdos:
Britas graniticas, seixos rolados e pedra britada comercial.

@ Os custos e as composicdes granulométricas de cada agregado
e a composicao granulométrica ideal sdo dados no grafico a
seguir.
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O problema da mistura

Dados do problema da barragem de concreto

Faixas gran. Agregados Gratidos Comp. Ideal(%)
" Britas Seixos Pedras

2,4-19 0 0,05 0,20 0,10

19-38 0,10 0,35 0,78 0,20

38-76 0,20 0,60 0,02 0,35

76-152 0,70 0 0 0,35

Custos R$6 R$7 R$18

Variaveis de decisdo:

x1 = qde de britas graniticas (m?);

xy = qde de seixos rolados (m?);

x3 = qde de pedras britadas comercial (m?).
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O problema da mistura

Modelagem do exemplo do problema da barragem de
concreto

min z(x1,x2, x3) = 6x1 + 7x2 + 18x3

0,05x2 + 0,20x3 > 0,10
0,10x1 +0,35x2 4+ 0,78x3 > 0,20
0,20x1 + 0,60x2 + 0,02x3 > 0,35
0,70x1 > 0,35
x1 + x2 + x3 = 1

x1>0,x2>0,x3>0
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

O Problema de Producao

@ Funcdo objetivo — maximizar a margem de contribuicdo dos
produtos;

@ Primeiro conjunto de restricdes — fabricacao dos produtos deve
levar em conta a capacidade limitada dos recursos;

@ Segundo conjunto de restricGes — quantidade de produtos
produzida n3o deve ser inferior 3 minima e nem superior a
maxima preestabelecida.
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

e Uma padaria produz dois tipos de produtos: pdo (P;) e massa
de pizza (Py).

@ Quatro diferentes matérias primas s3o utilizadas para a
fabricacdo destes produto: farinha (Mj), fermento (M,), ovos
(M3) e manteiga (Ms), em que temos em estoque,
respectivamente, 60 unidades, 38 unidades, 18 unidades e 55
unidades.

@ Para produzir 1 kg de pdo sdo necessarias 1 un. de farinha, 2
un. de fermento e 3 un. de manteiga.

@ Para produzir 1 kg de massa de pizza sao necessarias 3 un. de
farinha, 1 un. de ovo e 1 un. de manteiga.
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

@ O p3o e massa de pizza sdo vendidos ao custo de R$22/Kg e
R$20/Kg.

@ Deseja-se determinar a quantidade de cada produto a ser
fabricada que maximize as vendas e respeite as resticoes de

estoque.
Matéria Prima Produto Estoque
" P1 P2 -~
Farinha 1 3 60
Fermento 2 0 30
Ovos 0 1 18
Manteiga 3 1 55
Custos (R$/kg) 22 20
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

O que devemos decidir?

Decisdes: Denominadas Variaveis de decisao.
Definindo:

x1 =quantidade produzida de pao em kilos.
xp» =quantidade produzida de pizza em kilos.

®© 6 6 6 ¢
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Modelagem do Exemplo 1 - Problema de Producao

Modelo Matematico:

max z(x1, x2) = 22x1 + 20x2

1x1 +3x2 < 60
2x140x2 <30
Ox1+1x2 <18
3x1+1x2 <55

x1>0,x2>0
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Visualizacdao do Modelo

Proximas Imagens de [1]

Igor M. Coelho Pesquisa Operacional



O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

X4 : Quantos Kg fabricar de pdo
X, : Quantos Kg fabricar de massa de pizza
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

Farinha (60 un. em estoque)
" 1 un./Kg na receita do pao
3 un./Kg na receita da massa da pizza

1X, +3X, 560

20

0 80 ¥ X



O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

Fermento (30 un. em estoque)
A 2 un./Kg na receita do pao
0 un./Kg na receita da massa da pizza

2X, +0X, £30

.

1] 15 ".'xﬂ
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

Ovos (18 un. em estogque)
A 0 un./Kg na receita do pao
1 un./Kg na receita da massa da pizza

0X, +1X, <18

0 ~» X
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

Manteiga (55 un. em estogue)
3 un./Kg na receita do pao
1 un./Kg na receita da massa da pizza

3X, +1X, $55
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

F Y X, : Quantos Kg fabricar de pao
X 2! Quantos Kg fabricar de massa de pizza

max f(x) = 22X, + 20 X,
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

Fy X, : Quantos Kg fabricar de péo
Xz : Quantos Kg fabricar de massa de pizza

\ max f(x) = 22X, + 20 X,
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

F X, : Quantos Kg fabricar de pao
X, : Quantos Kg fabricar de massa de pizza

\ max f(x) = 22X, + 20 X,
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

F X4 : Quantos Kg fabricar de pdo
X, : Quantos Kg fabricar de massa de pizza

max f(x) = 22X, + 20 X,

X;=ua Kg
}{2 = 15525 Kg

L~ .
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 2 - Producao de geladeiras

@ Empresa precisa decidir quais modelos de geladeira instalar em
sua nova planta;

@ Dois possiveis modelos: luxo e basico.

@ No maximo, 1500 unidades do modelo luxo e 6000 unidades do
modelo basico podem ser vendidas por més.

@ Empresa contratou 25000 homens-hora de trabalho por més;

@ Os modelos luxos precisam de 10 homens-hora de trabalho para
serem produzidos e os modelos basicos, 8 homens-hora.

@ A capacidade da linha de montagem é de 4500 geladeiras por
més, pois as geladeiras dividem a mesma linha;

@ O lucro unitario do modelo luxo é $100, 00 por més, enquanto
o modelo bésico lucra $50,00 durante o mesmo periodo.
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Producao de geladeiras

@ Objetivo: determinar quanto produzir de cada geladeira, de
modo a satisfazer todas as restricGes e maximizar o lucro da
empresa.

Variaveis de decisao:

x1 = quantidade de geladeiras do modelo luxo a ser produzida por
més.
xp» = quantidade de geladeiras do modelo basico a ser produzida por
més.
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Modelo Matematico

Modelo Matematico:

max z(x1, x2) = 100x; + 50x,

10x1 + 8x2 < 25000
x1 4 x2 < 4500
0 < x1 <1500
0 < x2 <6000
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Visualizacdao do Modelo

Proximas Imagens de [1]
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

Xt quantidade de geladeiras do modelo luxo
a ser produzida por mes.

X, :quantidade de geladeiras do modelo basico
a ser produzida por més.
6000
0 <X, £1500
0 <X, < 6000
0 1500 » X
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

A A capacidade da linha de montagem
é de 4500 geladeiras

4500 \
Xy + X, <4500

0 4500 \
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

A Limitagdo de mao-de-obra

/

10X, +8 X, =25000

AN .

0 2500 N
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

max f(x) = 100 X, +50 X,

0 ' » X,
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

max f(x) = 100 X, +50 X,
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Exemplo 1 - Problema de Producao

A\

X0 guantidade de geladeiras do modelo luxo
a ser produzida por més.

X, :quantidade de geladeiras do modelo basico
a ser produzida por més.

max f(x) = 100 X; +50 X,

X, = 1500
X, = 1250

P X
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Dica para Célculo do Gradiente

Lembramos que a direcao e sentido de maximo crescimento de uma
funcdo f é determinada por seu gradiente

_ (0f(x) Of(x) Of (x)
Vf(x) = ( 09 9, .., %),

Xn

Assim, para max z(x1, x2) = 100x; + 50x2, temos Vz(x) = (100, 50).
Caso fosse minimizacdo, poderiamos transformar o problema em
maximizacdo (e obter valores negativos no vetor gradiente).

Naturalmente, o feixe de retas da funcdo objetivo é perpendicular ao
vetor gradiente.
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Visualizacdo Grafica com Plotly

O que significam as trés linhas vermelhas?

7000

6000

5000

4000

3000

2000

1000/

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 451
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O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Lista de Exercicios

A lista de exercicios esta disponibilizada no site.
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